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Resumen

La curtosis, o cuarto momento de una
distribucion, se emplea para describir
una distribucion y forma parte de al-
gunos contrastes de normalidad. La
mayoria de los paquetes estadisticos
la incluyen, por lo que su calculo es
sencillo. Sin embargo, para un mismo
grupo de datos, los resultados que
proporcionan los diferentes progra-
mas estadisticos pueden diferir. Con el
objetivo de explicar las diferencias en
la estimacion de la curtosis entre los
paquetes estadisticos de mayor uso
para los economistas agricolas se em-
plearon dos muestras y se realizd una
comparacion en la estimacion del co-
eficiente curtosis con nueve softwares
estadisticos diferentes. Los resulta-
dos mostraron que las diferencias no
se deben a errores de calculo, sino a
que el término se emplea de manera
incorrecta por la mayoria de progra-
mas y se estimd que existe aproxi-
madamente un 20% de probabilidad
de llegar a una conclusion equivoca-
da al trabajar con muestras peque-
nas y no considerar el factor de ajuste.

Palabras clave: cuarto momento, ex-
ceso de curtosis, exceso de curtosis
ajustado, software estadistico.

Abstract

Kurtosis, or a distribution's fourth
moment, is used to describe distri-
butions and belongs to some nor-
mality contrast tests. Most of the
statistical softwares include kur-
tosis, which makes the estimation
to be relatively easy. Nevertheless,
for a same data set, statistical sof-
twares can provide a different re-
sult. The objective of this work is
to depict kurtosis estimation diffe-
rences between statistical softwa-
res that are most commonly used
among agricultural economists.
Two samples were used to com-
pare kurtosis coefficient estimation
differences with nine different sta-
tistic softwares. Results shows that
these differences are not due to a
mistaken estimation procedure, but
mainly because the term kurtosis is
used wrongly. In conclusion, when
working with a small sample size
and adjustment factor is not con-
sidered, there is a 20% probability
of making a mistaken conclusion.

Key words: fourth momentum, ex-
cess kurtosis, adjusted excess kur-
tosis, statistic software.



Introduccion*

Elconceptodecurtosisformapartedelaliteraturadesde hace masdecienanos, cuandoPearson
introdujo elconcepto en 1905, por lo tanto, no se trata de untemanuevoyasimplevistatampoco
complejo; sin embargo, Finucan (1964) advirtio sobre el peligro de la simplificacion hecha en al-
gunos libros que reducian la curtosis a algo simplemente relacionado al pico de la distribucion.
Greene(2011p.1058)definelacurtosiscomo “unamedidadelgrosordelascolasdeladistribucion”.

Eltema de la curtosis ha sido ampliamente discutido, en los anos 70 y 80 parte del debate gird
en torno a qué mide este coeficiente, y como debe medirse. Los esfuerzos por desarrollar me-
diciones mas robustas van desde medidas multivariantes (Mardia, 1970) o medidas basadas
en cuantiles (Moors, 1988).

El coeficiente de curtosis esta programado en la mayoria de los softwares estadisticos; forma
parte de la estadistica descriptiva que se puede obtener de una serie de datos. En su esti-
macion, es comun encontrar que los resultados varian segun el software que se utilice; en
algunos casos, independientemente de estas diferencias en los resultados, las conclusiones
no varian; no obstante, puede suceder lo contrario y encontrarse en una situacion donde se
tiene resultados que llevan a diferentes conclusiones respecto a la forma de la distribucion.
Por tanto, estudiantes e investigadores(as) deben tener claridad de lo que verdaderamente se
esta calculando, de modo que se eviten errores de interpretacion. EL objetivo de este trabajo
es explicar las diferencias en la estimacion de la curtosis entre los paquetes estadisticos de
mayor uso para los economistas agricolas, mediante el uso de una muestra pequena (n=25)y
una muestra grande (n=166).

Referente teodrico

La media, la varianza, la asimetria y la curtosis son los llamados momentos de una distribu-
cion. El tercer y cuarto momento, corresponden a las medidas de forma de una distribucion
que toman como referencia a la distribucion normal. La curtosis mide el grado en que una dis-
tribucion se aleja de la distribucion normal, respecto al nivel de achatamiento o apuntamiento
de su curva, estudiando la concentracion de valores en la zona de la media, cuanto mayor sea
la concentracion en esta zona, mayor sera su apuntamiento, por el contrario, si la concentra-
cion en la zona central es baja se dira que la curva achatada (Fernandez et al., 2002).

La distribucion normal tiene una curtosis igual a tres, cuando esto sucede se dice que la distri-
bucion es mesocurtica, puede ser que la distribucion sea mas achatada, esta se conoce como
platicurtica, y la curtosis toma valores menores a tres. El caso contrario se presenta cuando los

1 Este articulo se trabajo empleando puntos como separador de decimales, aunque las normas de autor
de la revista estipulan que deben ser comas; esto debido al uso del software InfoStat para la construccion de
histogramas, este no permite hacer cambios en el sistema decimal y por defecto emplea puntos para decimales,

por lo que, con el fin de estandarizar, todo el escrito sigue este formato.



datos estan muy concentrados alrededor de la media, lo que genera una forma de la distribu-
cidn mas empinada, en este caso se trata de una distribucion leptocurtica y la curtosis toma
valores mayores a tres (Figura 1).
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Figura1.Ejemplodeunadistribucionmesocurtica(k=3),unaleptocurticatk>3)yunaplaticurticalk<3).

La curtosis es independiente de la variabilidad, no necesariamente una distribucion leptocur-
tica tiene menos varianza y por eso es mas apuntada; y tampoco la distribucion platicurtica
por ser mas achatada debe ser mas variable. Una distribucion leptocurtica es muy apuntada
en el centro, mas que la normal, decae muy rapidamente en un primer momento, pero en los
extremos es algo mas alta que la distribucion normal. Esto quiere decir que una distribucion
leptocurtica es mas probable que ofrezca mas valores extremos que la distribucion normal. EL
concepto de curtosis fue introducido en el contexto estadistico por Pearson (1905) basado en
el griego kurtos (curvado o arqueado), y la define como:

ue la distribucion normal. El concepto de curtosis fue introducido en el contexto estadistico
por Pearson (1905) basado en el griego kurtos (curvado o arqueado), y la define como:

g, = L&A &

Var(x)?2

Este encuentra que Bz =3 para la distribucion normal y denomina a B2 —3 como grado de
curtosis, que posteriormente es llamado exceso de curtosis. Y cuando la distribucion es nor-
mal, el valor del error muestral lo define como:

(2)

e =0,67449 \/%

Si B2 —3 de una distribucion de frecuencia difiere de cero en mas de tres veces su error
muestral no se puede considerar que la distribucion sea mesocurtica, por lo tanto, debe em-



plearse otra distribucion diferente de la normal para representar la distribucion (Seier, 2003).
Para los anos veinte el concepto ya aparecia en los libros de texto de estadistica, en 1927
Student publico un articulo sobre errores de analisis rutinarios, y en este incluyd una regla
nemotecnica para recordar mediante dibujos, los conceptos de una distribucion platicurticay
una leptocurtica (Figura 2).
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Figura 2. Regla nemotécnica para recordar la diferencia entre platicurtico y leptocurtico.

Fuente: Student (1927).

En la bibliografia, la formula para obtener el valor de este coeficiente de curtosis no se en-
cuentra estandarizada, o eso es lo que parece. Existen otros conceptos como el exceso de
curtosis, la L-kurtosis, el coeficiente de curtosis percentilico y la g-kurtosis, entre otros, los
cuales se prestan para confusion si no se conoce la diferencia. Adicionalmente, se debe con-
siderar el origen de los datos, debido a que la curtosis relaciona la media y la varianza de la
distribucion y esta ultima difiere si se trata de una poblacion o de una muestra.

Coeficiente de curtosis (K)

La curtosis se puede estimar como la razon entre el cuarto momento alrededor de la media
y el segundo momento elevado al cuadrado. Para efectos de este trabajo esto se puede ex-
presar como:

2(x-%)"
K=—2"2—

Sfl-
(3)
donde;

En este caso, si:
K = 3 = la distribucion es mesocurtica, si

K < 3 = la distribucion es platicurtica; y si,

K > 3 = la distribucion es leptocurtica.



Claramente (3) se trata del coeficiente de curtosis para una distribucion muestral, en el caso
de tratarse de una poblacion, en lugar de X debe emplearse uy en lugar de s, . Lo que

haria que el valor del denominado cambie y por tanto el de K.

Exceso de curtosis (EK)

El exceso de curtosis o grado de curtosis, es el coeficiente que mayoritariamente tiende a
confundirse con la curtosis, quizas debido a la relacidn en su estimacion y a que partir de am-
bos se puede llegar a la misma conclusion, siempre y cuando se tenga claro su diferencia, la
distribucion normal

tiene K=3, mientras que su EK-0 y este se expresa como:

en este caso, si:

EK = 0 = la distribucion es mesocurtica, si
EK < 0 = la distribucion es platicurtica; y si,

EK > 0 = la distribucion es leptocurtica.

Exceso de curtosis ajustado

El estimador muestral de la curtosis es sesgado cuando la muestra es pequena. Byers (2000)
demostré que para una muestra de tamano n, el maximo valor de que B, (definido en la

ecuacion (1)) puede tomar es n—2 +1/(n —1) - Seier (2003) cita la version ajustada la curtosis al
tamano de muestra:

(5)

- nn+1) X=X 4 . 3(n—-1)2
s {(n—l)(n—Z)(n—S)Z( s ) } (n-2)(n-3)

El concepto y la medicion de la curtosis es mas complejo de lo que parece y de lo que se
muestra en la mayoria de los libros de texto de estadistica y econometria. Para construir una
medida de curtosis robusta para distribuciones asimetricas, Ruppert (1987) propone tomar la
proporcion de dos funcionales de escala robusta, por ejemplo, dos rangos interfractiles. Unos
anos mas tarde, el trabajo de Hosking (1990) introduce el concepto de L-momento y la L-kur-
tosis, que a diferencia de la curtosis es robusta a los valores atipicos, es recomendada en el
analisis de senales de vibracion y en investigacion de recursos hidricos.



En el presente trabajo se hace énfasis en los procedimientos pertinentes a su estimacion
puntual, como se encuentra programado en la mayoria de los paquetes estadisticos, aun-
que no se puede dejar de mencionar que la robustez de estas medias ha sido cuestionada.
El debate al respecto es muy extenso y no es objeto de este trabajo, solo se menciona una
pequena parte de todo el desarrollo en torno a este temay se comenta la existencia de crite-
rios mas robustos, no solo para la custosis sino también para la asimetria. La media aritmética
es sensible a valores extremos y, dado que la asimetria y la curtosis se basan esencialmente
en promedios, también son sensibles a los valores atipicos. Kim y White (2003) comentan la
poca atencion a la falta de solidez de estas medidas en el campo financiero y mediante una
aplicacion al indice S&P500 demuestran que la afirmacion como hecho estilizado de que los
rendimientos del mercado de valores tienen una asimetria negativa y un exceso de curtosis
puede haber sido aceptada con demasiada facilidad.

Metodologia

Con el fin de estudiar las diferencias entre software en el resultado de la curtosis, se utilizaron
dos series de datos. El primer juego de datos corresponde a un muestreo de tallos molede-
ros de un ensayo de cana de azucar, en el cual se seleccionaron de forma aleatoria 25 de
3200 metros lineales de cultivo. El segundo grupo de datos, se trata de datos de costos de
produccion de leche (colones litro™) para una muestra de 166 productores. Ambas muestras
se obtuvieron de otras investigaciones. Adicionalmente, con el fin de estimar probabilidades
empiricas fue necesario generar muestras aleatorias N~(100,625).

Los paquetes estadisticos empleados fueron de: Gretl 2018c, InfoStat 2018, Stata 12.0, R 3.5.1,

Eviews 9, SAS v, SPSS 25, Microsoft Excel 2016, ademas de la estimacion directa mediante la
aplicacion de las ecuaciones (3), (4) y (5).

Resultados y discusion

En la Figura 3 se muestra la distribucion de frecuencia de ambas muestras y en el Cuadro 1 la
estadistica descriptiva (omitiendo la curtosis).
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Figura 3. Distribucion de frecuencia de las dos muestras analizadas.

Cuadro 1. Estadistica descriptiva de las dos muestras analizadas.

Estadistica tallos molederos costo litro™
Tamano de la muestra (n) 25 166
Promedio (%) 11.24 287.92
Error tipico 0.67 4.04
Mediana 12 279.06
Moda 13 NA
Desviaciéon estandar (s) 3.33 52.05
Varianza de la muestra (s2) 11.11 2709.08
Coeficiente de asimetria -0.30 111
Rango 14 259.59
Minimo 3 203.73
Maximo 17 463.32

Variaciones en la medicion

Empleando las ecuaciones (3), (4) y (5) se obtuvieron los resultados que se muestran en el
Cuadro 2 y el Cuadro 3. Los datos empleados en este articulo corresponden a muestras, sin
embargo, dado el objetivo de este trabajo, en algunos casos se hace omision a ese hechoy

se trabajan como si se tratara de poblaciones.

Cuando se trabajo con la muestra de tallos molederos (Cuadro 2), la diferencia entre emplear
varianza muestral o varianza poblacional no repercute en los resultados tanto como lo hace
el factor de ajuste. Los datos de tallos molederos corresponden a una muestra pequena. Al
emplear la formula sin ajuste por tamano de la muestra, se concluye que se trata de una
distribucion mas aplanada que la normal (platicurtica), sin embargo, la conclusion cambia al
incorporar el factor de ajuste para muestras pequenasy por el contrario se afirma que la distri-



bucion es leptocurtica. Este resultado contradictorio es un caso particular, por lo que median-
te una simulacion de mil muestras aleatorias de una distribucion normal con 25 observaciones
se estimo que existe aproximadamente un 20% de probabilidad de llegar a una conclusion
contradictoria, como en el caso de la muestra de tallos molederos.

Cuadro 2. Curtosis y exceso de curtosis empleando varianza poblacional y muestraly el factor
de ajuste en la muestra pequena.

Caso Varianza Ajuste Curtosis E::(ﬁft?s.iie Conclusion
1 Poblacional no 2.8810 -0.1190 Platicurtica
2 Muestral no 2.6551 -0.3449 Platicurtica
3 Poblacional Si 3.4400 0.4400 Leptocurtica
4 Muestral Si 3.1378 0.1378 Leptocurtica

Cuando se utilizé la muestra grande (Cuadro 3), los resultados varian, sin embargo, no hubo
diferencia en la conclusion, independientemente del tipo de varianza o si se empleod ajuste o
no, en todos los casos se concluye que la distribucion es leptocurtica (K>3). Lo que se observa
es que para muestras grandes:

(6)

li nn+1) 1
A D—2)(n=3) - n

Lo que graficamente se puede apreciar en la Figura 4, las formulas convergen en tanto crece
el tamano de la muestra.

Cuadro 3. Curtosis y exceso de curtosis empleando varianza poblacional y muestraly el factor
de ajuste en la muestra grande.

Caso Varianza Ajuste Curtosis E:;(ﬁ?ts:si‘:e Conclusion
it Poblacional no 41045 1.1045 Leptocurtica
2 Muestral no 4.0552 1.0552 Leptocurtica
3 Poblacional si 4.2270 1.2270 Leptocurtica
4 Muestral Si 41756 1.1756 Leptocurtica
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Figura 4. Tendencia del factor de ajuste segun el tamano de muestra.

Variaciones entre software

Se cargaron las dos muestras a los diferentes paquetes estadisticos y se realizd el calculo del
coeficiente de curtosis. En la mayoria de los casos la curtosis forma parte de los resultados de
las estadisticas principales de una distribucion y por lo general cada software arroja un unico
resultado.

En el Cuadro 4 se muestran los resultados para la muestra pequena (tallos molederos). En gris
se senala el valor que se obtuvo del software. Los paquetes: Gretl, InfoStat y Stata llegan a la
misma conclusion y como se puede observar, estos paquetes trabajan con varianzas pobla-
cionales por lo que no realizan ajuste.

Por su parte SAS, SPSS y Excel realizan el calculo de exceso de curtosis ajustado para mues-
tras pequenas y en este caso, llegan a una conclusion diferente que los tres anteriores.

EViews y R son mas versatiles y permiten estimar tres valores de exceso de curtosis, aunque
les llaman curtosis, aqui dependera del usuario qué valor requiera. R permite especificar entre:
tipo 1 (poblacional, sin ajuste), tipo 2 (muestral, con ajuste) y tipo 3 (muestral, sin ajuste), sin
embargo, si el usuario no especifica el tipo, R por defecto calcula el tipo 3.

De todos los programas evaluados, SPSS fue el unico que por defecto arroja el valor del error
estandar? para este coeficiente, mediante la formula:

_ 24n(n-1)2 )
EEK = J (n-3)(n—2)(n+3)(n+5)’

2El error estandar es una estimacion de cuanto varia el valor de una estadistica de prueba de muestra a muestra. Es
una medida de la incertidumbre de la estadistica de prueba. La razon de la kurtosis sobre su error estandar puede
utilizarse como prueba de normalidad.



Cuadro 4. Estimacion de la curtosis y exceso de curtosis para la muestra pequena en los dife-
rentes softwares.

Software Curtosis 2 d o Ml Ajuste Conclusion
curtosis empleada
Gretl 2.8810 -0.1190 Poblacional no Platicurtica
InfoStat 2.8810 -0.1190 Poblacional no Platicurtica
Stata 2.8810 -0.1190 Poblacional no Platicurtica
SAS 3.1378 0.1378 Muestral si Leptocurtica
SPSS 3.1380 0.1380 Muestral Si Leptocurtica
Excel 3.1378 0.1378 Muestral Si Leptocurtica
2.8810 -0.1190 Poblacional no Platicurtica
EViews 3.1378 0.1378 Muestral si Leptocurtica
2.6551 -0.3449 Muestral no Platicurtica
2.8810 -0.1190 Poblacional no Platicurtica
R 3.1378 0.1378 Muestral Si Leptocurtica
2.6551 -0.3449 Muestral no Platicurtica

Nota: En gris se senala el valor que se obtuvo del software.

Los resultados de la muestra de costos de produccion de leche (muestra grande) se presen-
tan en el Cuadro 5. A diferencia de lo que sucedio con la muestra pequena, en este caso todos
los softwares llegaron a la misma conclusion: la distribucion es leptocurtica, siempre K>3y el
EK>0. Esto confirma lo citado en la ecuacion (6), cuando n tiende a infinito el efecto del factor
de ajuste desaparece.

Cuadro 5. Estimacion de la curtosis y exceso de curtosis para la muestra grande en los dife-
rentes softwares.

Software Curtosis 2 d . M Ajuste Conclusion
curtosis empleada
Gretl 41045 1.1045 Poblacional no Leptocurtica
InfoStat 41045 1.1045 Poblacional no Leptocurtica
Stata 4.1045 1.1045 Poblacional no Leptocurtica
SAS 4.1756 1.1756 Muestral Si Leptocurtica
SPSS 4.1760 1.1760 Muestral Si Leptocurtica
Excel 41756 1.1756 Muestral Si Leptocurtica
41045 1.1045 Poblacional no Leptocurtica
EViews 4.1756 1.1756 Muestral Si Leptocurtica
4.0552 1.0552 Muestral no Leptocurtica
41045 1.1045 Poblacional no Leptocurtica
R 41756 1.1756 Muestral Si Leptocurtica
4.0552 1.0552 Muestral no Leptocurtica

Nota: En gris se senala el valor que se obtuvo del software.
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En el Cuadro 6 se sintetizan los resultados de este trabajo; en este se muestra el termino que
emplea cada software y el procedimiento que efectivamente realiza, en gris se muestran los
casos donde no hay correspondencia entre termino y procedimiento. Solamente Gretly Stata
son congruentes en este sentido.

InfoStat hace uso del término curtosis en el listado de medidas resumen cuando en realidad
realiza el calculo de exceso de curtosis y asumen varianza poblacional, por lo que no realiza
ajustes de tamano de muestra. Excel también hace uso incorrecto del termino incluyendo
curtosis en el listado de formulas, cuando lo que estima es exceso de curtosis; sin embargo, a
diferencia de InfoStat, Excel asume que se trata de una muestra pequena y aplica el factor de
ajuste. En téerminos practicos es preferible esto a asumir que se trata de una poblacion puesto
que, como se menciono antes, los resultados suelen ser mas sensibles a este ajuste que al
tipo de varianza empleada. Los paquetes SAS y SPSS realizan el mismo procedimiento que
Excel.

EViews y R, a diferencia de otros, dan la opcion de estimar tres tipos de excesos de curtosis,
aunque emplean el término curtosis. La ventaja de estos softwares es que permiten especi-
ficar si se trata de una poblacion, si se trata de una muestra “pequena”y por tanto debe con-
siderarse el factor de ajuste en la estimacion, o bien, si se trata de una muestra “grande” que
Nno requiere ajuste.

Cuadro 6. Resumen de téerminos y procedimientos empleados por los softwares estadisticos.

Software Término empleado Procedr;r;\;;azr;to que e\r,::I: r;zj‘a Ajuste
Cretl Exceso de curtosis Exceso de curtosis Poblacional no
InfoStat Curtosis Exceso de curtosis Poblacional no
Stata Curtosis Curtosis Poblacional no
SAS Curtosis Exceso de curtosis Muestral Si
SPSS Curtosis Exceso de curtosis Muestral Si
Excel Curtosis Exceso de curtosis Muestral Si
Curtosis Exceso de curtosis Poblacional no
EViews Curtosis Exceso de curtosis Muestral Si
Curtosis Exceso de curtosis Muestral no
Curtosis Exceso de curtosis Poblacional no
R Curtosis Exceso de curtosis Muestral Si
Curtosis Exceso de curtosis Muestral no




Conclusiones

Para cualquier usuario de paquetes estadisticos es esencial la claridad del procedimiento
empleado por el software, no solamente para realizar una correcta interpretacion, también
para juzgar cual paquete emplear segun las particularidades de cada caso; para este fin, en
este trabajo se exponen las diferencias en la estimacion del coeficiente de curtosis en algunos
softwares de uso comun para economista agricolas.

Las diferencias entre software no implican errores de calculo, el unico error que se puede atri-
buir es el uso indiscriminado de los términos. La confusion que se puede generar es debido a
que muchos paquetes no emplean de manera acertada el concepto de curtosis.

El factor de ajuste se disenod para muestras pequenas, por lo que en muestras grandes pierde
significancia. Se estimo6 que existe aproximadamente un 20% de probabilidad de llegar a una
conclusion equivocada al trabajar con muestras pequenas y no considerar este ajuste. Por lo
tanto, softwares como Gretl, InfoStat y Stata no son recomendables para la estimacion de la
curtosis cuando se trabaja con muestras pequenas, en su lugar puede emplearse SAS, SPSS,
Excel, Eviews o R. Estos ultimos dos son los paquetes mas completos en este tema de la
curtosis, ofrecen al usuario la especificacion de todos los escenarios que podrian presentarse
(muestra grande, muestra pequena sin ajuste y muestra pequena con ajuste), pero a la vez
exigen mayor capacitacion para su uso, requiere que se domine el lenguaje de programacion
correspondiente y diferenciar entre los tipos de exceso de curtosis que estiman.

Alemplear cualquiera de los paquetes mencionados los resultados son correctos, solamente
es necesario saber interpretarlos segun lo que cada uno ofrece al usuario.
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